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1. Цель и задачи освоения учебной дисциплины
Дисциплина Основы дискретной математики является модельным прикладным аппаратом базовой математической подготовки бакалавра педагогического образования по направлению Педагогическое образование 050100 «Математика. Информатика и ИКТ». Данная дисциплина изучается в 1 семестре. Изначально не предполагается использование каких-либо предварительных сведений, выходящих за рамки общеобразовательной школы. Вместе с тем, изложение материала предполагает определенный уровень математической культуры студентов, которым они должны были овладеть в старших классах общеобразовательной школы или в результате подготовки по математике в среднем профессиональном образовании.

Содержание дисциплины изложено на основе требований государственного образовательного стандарта в соответствии с компетентностной моделью выпускника математического факультета по направлению Педагогическое образование 050100 «Математика. Информатика и ИКТ». Основные объекты дискретной математики и их свойства излагаются с различными примерами. Дается обоснование того факта, что дискретная математика является универсальным языком, на котором говорит современная компьютерная наука. 

Курс Основы дискретной математики является важной составляющей в решении задачи реализации межпредметных связей образовательной области «Математика» – в первую очередь с дисциплинами информационно-компьютерного и естественнонаучного содержания – и необходим для изучения прикладных дисциплин, поскольку многие методы дискретной математики применяются в процессе разработки компьютерных алгоритмов и продуктов, а также математического моделирования различных процессов. 

Целью дисциплины является формирование у студентов систематизированных знаний в области «дискретных» математических знаний, первоначальное ознакомление с основными направлениями развития дискретной математики, а также изучение основных объектов и методов дискретной математики.

 Задачи дисциплины:

– познакомить студентов с базовыми понятиями, относящимися к различным разделам дискретной математики: теории множеств, математической логики, комбинаторики и теории графов;

– подготовить студентов к осознанному использованию дискретных объектов и методов для решения прикладных задач;

– способствовать гибкой адаптации студентов-первокурсников к условиям вузовской жизни, усвоению методов самостоятельной работы в вузе, приобретению умения планировать свою учебную деятельность.

В результате изучения дисциплины студент должен:
знать основы дискретной математики (элементы теории множеств и отношений, элементы математической логики, основы комбинаторики и теории графов), необходимые для успешного изучения математических и теоретико-информационных дисциплин, решения задач, возникающих в профессиональной сфере;
уметь корректно формулировать информацию на  языке дискретной математики; решать практические задачи по разделам дискретной математики с использованием базовых методов дискретной математики; самостоятельно осваивать новые модели и методы дискретной математики;

владеть языком дискретной математики, содержанием курса и способностью использовать математический аппарат и методы дискретной математики для грамотной математической постановки и анализа прикладных задач.
2. Содержание дисциплины

В теме "Множества и отношения. Функции" изучается алгебра множеств, а именно, операции над множествами и их свойства. Особое внимание уделяется декартову произведению множеств, так как на его основе строятся такие фундаментальные понятия математики, как соответствия, отношения и отображения. Студенты достаточно подробно изучают бинарные отношения, их свойства и операции над ними. Рассматриваются специальные виды бинарных отношений: отношение эквивалентности, отношение порядка и функции.

В теме "Элементы математической логики" рассматриваются алгебра высказываний и логика предикатов, изучаются логические и кванторные операции над предикатами. Это позволяет строго определить такие понятия как теорема, аксиома, необходимое и достаточное условия. На этом этапе студенты знакомятся с элементами логико-речевой символики. Работа с кванторами позволяет осуществить пропедевтику основных понятий курсов математического анализа и алгебры и теории чисел. Важным элементом математической логики являются булевы функции, которые лежат в основе современной информатики. Булевы функции также используются в теории графов.

Следует отметить, что изучение теории множеств и математической логики преследует две цели. Во-первых, это систематизация школьных знаний, необходимая для полноценного усвоения базовых математических дисциплин и информатики. Во-вторых, это освоение новых понятий, связанных с формальными системами, необходимых для понимания теоретических основ информатики. 

Тема "Элементы комбинаторики" посвящена изучению правил суммы и произведения, формулы включения-исключения в комбинаторике, а  также рассмотрению комбинаций без повторений элементов - размещения, перестановки и сочетания, а также с повторениями элементов. Доказываются основные свойства сочетаний, размещений и перестановок и формула бинома Ньютона. При доказательстве основных свойств сочетаний используются как теоретико-множественный подход, так и аналитический. Формула бинома Ньютона также доказывается двумя способами: комбинаторным и методом математической индукции. Последний, хотя и значительно упрощает доказательство формулы технически, достаточно сложен для восприятия студентов-первокурсников. Этим достигается вариативность как введения основных понятий, так и методов доказательства.   

Изучение комбинаторики опирается на минимальные базовые знания. Однако комбинаторные задачи, несмотря на кажущуюся простоту формулировок, оказываются трудными. Это связано с трудностью перехода от содержательной постановки задачи к соответствующей вычислительной схеме. Универсальных рецептов и алгоритмов того, как нужно совершать этот переход не существует. Помочь здесь может только опыт, приобретаемый студентами при решении большого числа задач, разнообразных как по содержанию, так и по сложности. Число вычислительных схем (расчеты, связанные с типовыми комбинаторными конфигурациями) сравнительно невелико. Главное — научиться сводить поставленную задачу к этим схемам. На это умение в дальнейшем опирается изучение многих тем теории вероятностей.

При изучении темы "Элементы теории графов" рассматриваются такие понятия, как ориентированный и неориентированный графы, мультиграф, изоморфизм, связность, маршруты, пути и циклы и др. Доказываются основные теоремы о степенях вершинах графа, изучаются действия над графами, матрицы, связанные с графами; виды графов (графы-деревья, эйлеровы и гамильтоновы графы, плоские и планарные графы),  а также рассматриваются применение теории графов в логико-математической практике.

В общем курсе основы дискретной математики все вышеназванные темы затрагиваются кратко, создавая базу для дальнейшего изучения.

2.1. Программа дисциплины

Раздел I. Множества и отношения. Функции.

Тема 1. Понятие множества, отношения между множествами. 

Основные (ключевые) понятия: Множество. Конечные и бесконечные множества. Пустое и универсальное множества. Множество-степень. Задание множества: перечислением всех его элементов; с помощью характеристических свойств; порождающей процедурой. Подмножество множества. Отношение нестрогого включения. Отношение равенства. Отношение строгого включения.

Содержание темы: Понятие множества. Виды множеств. Способы задания множеств. Отношения между множествами, свойства отношений. 

Тема 2. Операции над множествами.  Эквивалентность множеств.

Основные (ключевые) понятия: Пересечение, объединение, разность, дополнение, симметрическая разность множеств. Алгебра множеств. Законы: идемпотентности, двойного дополнения, де Моргана, коммутативности, ассоциативности, дистрибутивности, тождества, дополнения, исключения третьего, поглощения, расщепления (склеивания), разности. Мощность конечного множества, общая формула. Эквивалентность множеств. Понятие кортежа, его длины и компоненты. Прямое (декартово) произведение множеств, геометрическая интерпретация.

Содержание темы: Операции над множествами, свойства операций. Диаграммы Эйлера–Венна. Мощность конечного множества. Эквивалентность множеств. Понятие прямого (декартова) произведения множеств.

Тема 3. Бинарные отношения, операции над ними.

Основные (ключевые) понятия: Унарные (одноместные) отношения. Бинарные (двуместные) отношения. Область определения отношения. Область значений отношения. График отношения. Способы задания бинарных отношений: словесный, списком (перечислением) пар, графический, табличный, графовый, матрицей отношений. Понятие обратного отношения. Произведение (композиция) двух отношений. Свойства бинарных отношений: рефлексивность, антирефлексивность, симметричность, антисимметричность, транзитивность, антитранзитивность, полнота.
Содержание темы: Бинарные и n–арные отношения между элементами  множеств; способы задания отношений. Операции над бинарными отношениями, свойства бинарных отношений. 

Тема 4. Отношение эквивалентности. Отношение порядка.

Основные (ключевые) понятия: Отношение эквивалентности. Разбиение множества на классы (подмножества). Понятие класса эквивалентности, их свойства. Взаимосвязь между отношением эквивалентности и разбиением множества на классы. Фактормножество. Отношение порядка. Полный порядок, неполный порядок, отношение частичного порядка (или нестрогого порядка). 
Содержание темы: Отношение эквивалентности; классы  эквивалентности. Фактормножество. Отношение порядка.

Тема 5. Функция как бинарное отношение.  

Основные (ключевые) понятия: Функция как бинарное отношение.  Область определения и область значений функции. Равенство функций. Сюръективные, инъективные, биективные функции. Функция-константа. Обратная функция. Композиция функций.

Содержание темы: Функция как бинарное отношение, виды функций.  

Раздел II. Основы математической логики. 

Тема 6. Алгебра высказываний.

Основные (ключевые) понятия: Высказывание. Элементарное (простое) и составное (сложное) высказывания. Операции над высказываниями: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквивалентность. Алгебра высказываний. Формула алгебры высказываний. Равносильность формул. Основные равносильности алгебры высказываний: коммутативность конъюнкции (дизъюнкции), ассоциативность конъюнкции (дизъюнкции), дистрибутивность конъюнкции относительно дизъюнкции, дистрибутивность дизъюнкции относительно конъюнкции, законы поглощения, законы отрицания (законы де Моргана), закон двойного отрицания, законы идемпотентности, закон противоречия, закон исключения третьего, свойства импликации и эквивалентности.   

Понятие булевой алгебры. Принцип двойственности.
Содержание темы: Высказывания и логические операции над ними; свойства операций. Равносильность формул. Связь между алгеброй множеств и алгеброй высказываний.  Булевы алгебры. Запись сложного высказывания в виде формулы алгебры высказываний. 

Тема 7. Логика предикатов.

Основные (ключевые) понятия: Понятия одноместного, двуместного, n-местного и 0-местного предиката. Область определения предиката. Область истинности. Эквивалентность предикатов. Операции над предикатами: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквивалентность. 
Содержание темы: Предикаты. Логические операции над предикатами.

Тема 8. Кванторы.

Основные (ключевые) понятия: Понятие квантора. Кванторы общности и существования. Операция навешивания квантора. Свободные и связанные переменные.
Содержание темы: Кванторы. Запись математических текстов с помощью формул логики предикатов.

Раздел III. Элементы комбинаторики. 

Тема 9. Правила суммы и произведения.            

Основные (ключевые) понятия: Правила суммы и произведения. Формула включений-исключений.

Содержание темы: Решение комбинаторных задач с помощью правил суммы и произведения, а также использования формулы включения-исключения. 

Тема 10. Комбинации без повторений элементов.

Основные (ключевые) понятия: Упорядоченные и неупорядоченные множества. Понятие размещения, перестановки и сочетания. Формулы для вычисления числа размещений, перестановок и сочетаний без повторений элементов. 
Содержание темы: Размещения, перестановки и сочетания без повторений элементов. 

Тема 11. Бином Ньютона. Треугольник Паскаля. 

Основные (ключевые) понятия: Понятие бинома Ньютона. Биномиальные коэффициенты, свойства биномиальных коэффициентов. Треугольник Паскаля, его свойства. Полиномиальная формула.

Содержание темы: Бином Ньютона. Треугольник Паскаля. Полиномиальная формула.

Тема 12. Комбинации с повторениями элементов

Основные (ключевые) понятия: Формулы для вычисления числа размещений, перестановок и сочетаний с повторениями элементов.
Содержание темы: Размещения, перестановки  и сочетания с повторениями.
Раздел IV. Элементы теории графов.

Тема 13. История возникновения. Основные характеристики графов. 

Основные (ключевые) понятия: Граф, вершина, дуга. Мультиграф. Изображение графа. Ориентированные и неориентированные графы. Изоморфизм графов.  Полные графы, дополнение графа. Способы задания графов (графический, списком ребер, матричный).

Содержание темы: Становление и развитие теории графов. Исторические задачи. Основные характеристики графов. Изоморфизм графов. Способы задания графов.

Тема 14. Степени вершин графа.

Основные (ключевые) понятия: Понятие степени вершины. Четная, нечетная вершины. Теорема о сумме степеней вершин графа и её следствия. Регулярные (однородные) графы. Части графа: подграф, частичный граф. Операции над графами: объединение, пересечение, удаление вершины (ребра), соединение.

Содержание темы: Степени вершин графа. Части графа и подграфы. Операции над графами.

Тема 15. Маршруты, пути и циклы в графе. Связность графа. 

Основные (ключевые) понятия: Маршрут и его длина. Цепь. Простая цепь. Циклический маршрут. Цикл. Обхват неориентированного графа. Контур. Связность графов. Компонента связности. Матрица достижимости. Расстояния на графах (расстояние между вершинами, диаметр графа, эксцентриситет вершины, радиус графа, центр графа).

Содержание темы: Маршруты, цепи, пути и циклы в графе. Связность графа. Связные компоненты графа.   Метрические характеристики графа.

Тема 16. Графы-деревья.

Основные (ключевые) понятия: Понятия дерева. Лес графов. Остов (каркас) графа. Теорема о связи числа ребер и вершин в графе-дереве.  Корневые деревья. Понятие висячей вершины.

Содержание темы: Деревья и леса. Применение графов–деревьев к решению комбинаторных задач.

Тема 17. Эйлеровы и гамильтоновы графы.

Основные (ключевые) понятия: Эйлеровы пути и циклы. Понятие эйлерова графа. Критерий эйлеровости графа, следствия. Гамильтоновы циклы и пути. Понятие гамильтонова графа. Условия существования гамильтонова цикла.

Содержание темы: Пути и циклы Эйлера. Пути и циклы Гамильтона.

Тема 18. Плоские и планарные графы. 

Основные (ключевые) понятия: Понятие плоского и планарного графа. Грань плоского графа. Теорема Эйлера, ее следствия. Теорема Понтрягина – Куратовского (критерий планарности графа). Хроматическое число графа. Раскраска ребер и вершин. Теорема о четырех красках. 

Содержание темы: Плоские и планарные графы. Раскраска графов.

2.2. Содержание практических занятий 
Для проведения практических занятий предлагается использовать базовые учебные пособия и учебники:

[1] Калинина О.Л. Основы дискретной математики: Учебное пособие. Часть 1. Множества и отношения. Функции. Перм. гос. пед.ун-т, Пермь. 2008, 65 с.

[2] Калинина О.Л. Основы дискретной математики: Учебное пособие.  Часть 2. Основы математической логики. Перм. гос. пед.ун-т, Пермь. 2008, 37 с.

[3] Андерсон Д.А. Дискретная математика и комбинаторика. Пер. с англ. М.: Издательский дом «Вильямс», 2004, 960 с.

[4] Шапорев С.Д. Дискретная математика. Курс лекций и практических занятий. – СПб.: БХВ-Петербург, 2006, 400 с.

Раздел I. Множества и отношения. Функции.

Тема 1. Понятие множества, отношения между множествами (1 час). 

Цель: изучить задание множеств различными способами; рассмотреть виды отношений между множествами.

Основные (ключевые) понятия: Множество. Конечные и бесконечные множества. Пустое и универсальное множества. Множество-степень. Задание множества: перечислением всех его элементов; с помощью характеристических свойств; порождающей процедурой. Подмножество множества. Отношение нестрогого включения. Отношение равенства. Отношение строгого включения.

Рекомендуется решение задач из пособия [1], занятие № 1.

Тема 2. Операции над множествами.  Эквивалентность множеств (1 час).

Цель: научить выполнять операции над множествами и иллюстрировать их  графически с помощью диаграмм Эйлера–Венна. Убедиться в справедливости законов алгебры множеств графически (на диаграммах Эйлера-Венна) или путем формальных доказательств. Использовать основные тождества алгебры множеств для упрощения формул.

Основные (ключевые) понятия: Пересечение, объединение, разность, дополнение, симметрическая разность множеств. Алгебра множеств. Законы: идемпотентности, двойного дополнения, де Моргана, коммутативности, ассоциативности, дистрибутивности, тождества, дополнения, исключения третьего, поглощения, расщепления (склеивания), разности. Мощность конечного множества, общая формула. Эквивалентность множеств. Понятие кортежа, его длины и компоненты. Прямое (декартово) произведение множеств, геометрическая интерпретация.

Рекомендуется решение задач из пособия [1], занятие № 2.

Тема 3. Бинарные отношения, операции над ними (2 часа).

Цель: изучить способы задания бинарных отношений и отработать свойства бинарных отношений  на конкретных множествах.
Основные (ключевые) понятия: Унарные (одноместные) отношения. Бинарные (двуместные) отношения. Область определения отношения. Область значений отношения. График отношения. Способы задания бинарных отношений: словесный, списком (перечислением) пар, графический, табличный, графовый, матрицей отношений. Понятие обратного отношения. Произведение (композиция) двух отношений. Свойства бинарных отношений: рефлексивность, антирефлексивность, симметричность, антисимметричность, транзитивность, антитранзитивность, полнота.
Рекомендуется решение задач из пособия [1], занятие № 3.

Тема 4. Отношение эквивалентности. Отношение порядка (1 час).

Цель: научить задавать отношение эквивалентности; описывать классы эквивалентности при разбиении множества, строить график отношения эквивалентности, находить фактор-множество. 
Основные (ключевые) понятия: Отношение эквивалентности. Разбиение множества на классы (подмножества). Понятие класса эквивалентности, их свойства. Взаимосвязь между отношением эквивалентности и разбиением множества на классы. Фактормножество. Отношение порядка. Полный порядок, неполный порядок, отношение частичного порядка (или нестрогого порядка). 
Рекомендуется решение задач из пособия [1], занятие № 4.

Тема 5. Функция как бинарное отношение (1 час).  

Цель: научить определять является или нет данное отношение функцией, находить область определения, область значений функции, изображать функцию с помощью графа, находить обратную функцию для данной.
Основные (ключевые) понятия: Функция как бинарное отношение.  Область определения и область значений функции. Равенство функций. Сюръективные, инъективные, биективные функции. Функция-константа. Обратная функция. Композиция функций.

Рекомендуется решение задач из пособия [1], занятие № 5.

Раздел II. Основы математической логики. 

Тема 6. Алгебра высказываний (2 часа).

Цель:  научить применять свойства логических операций для преобразования формул алгебры высказываний, составлять таблицы истинности соответствующей формулы, доказывать равносильность формул двумя способами: с  помощью таблиц истинности и использования формул логики; записывать содержательные тексты в символической форме.
Основные (ключевые) понятия: Высказывание. Элементарное (простое) и составное (сложное) высказывания. Операции над высказываниями: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквивалентность. Алгебра высказываний. Формула логики высказываний.  Равносильность формул. Основные равносильности алгебры высказываний: свойства конъюнкции и дизъюнкции, законы поглощения, законы отрицания (законы де Моргана), закон двойного отрицания, законы идемпотентности, закон противоречия, закон исключения третьего, законы для импликации и эквивалентности.   

Рекомендуется решение задач из пособия [2], занятия № 1-2.

Тема 7. Логика предикатов (2 часа).

Цель:  научить определять одноместные предикаты, находить предметную область и область истинности, выполнять операции над предикатами, изображать с помощью диаграмм Эйлера-Венна область истинности предиката.
Основные (ключевые) понятия: Понятия одноместного, двуместного, n-местного и 0-местного предиката. Область определения предиката. Область истинности. Эквивалентность предикатов. Операции над предикатами: отрицание, конъюнкция, дизъюнкция, импликация, эквивалентность. 
Рекомендуется решение задач из пособия [2], занятия № 3-4.

Тема 8. Кванторы (1 час).

Цель:  научить определять свободные и связанные переменные в формуле логики предиката; научить символически записывать содержательные тексты с помощью формул логики предикатов и переводить символические записи на содержательный язык.
Основные (ключевые) понятия: Понятие квантора. Кванторы общности и существования. Понятие навешивания квантора. Свободные и связанные переменные. 
Рекомендуется решение задач из пособия [2], занятие № 4.

Раздел III. Элементы комбинаторики. 

Тема 9. Правила суммы и произведения (1 час).            

Цель: рассмотреть конкретные примеры использования правил сложения и умножения, а также формулы включений-исключений.
Основные (ключевые) понятия: Правила суммы и произведения. Формула включений-исключений.

Рекомендуется решение задач из учебника [3]  раздел.8.1 №1-27, раздел 8.2 № 1-20.

Тема 10. Комбинации без повторений элементов (1 час).

Цель: научить использовать формулы для вычисления числа размещений, перестановок и сочетаний без повторений элементов при решении практических задач.
Основные (ключевые) понятия: Упорядоченные и неупорядоченные множества. Понятие размещения, перестановки и сочетания. Формулы для вычисления числа размещений, перестановок и сочетаний без повторений элементов. 
Рекомендуется решение задач из учебника [3] раздел.8.3 №1-29.

Тема 11. Бином Ньютона. Треугольник Паскаля (1 час). 

Цель: научить доказывать тожества, используя свойства биномиальных коэффициентов.
Основные (ключевые) понятия: Понятие бинома Ньютона. Биномиальные коэффициенты, свойства биномиальных коэффициентов. Треугольник Паскаля, его свойства. Полиномиальная формула.

Рекомендуется решение задач из учебников: [3] раздел.8.3 №31-36; [4] раздел 2.5, практическое занятие № 3 № 2.5.23-2.5.30.

Тема 12. Комбинации с повторениями элементов (1 час)

Цель: научить использовать формулы для вычисления числа размещений, перестановок и сочетаний с повторениями элементов при решении практических задач.
Основные (ключевые) понятия: Формулы для вычисления числа размещений, перестановок и сочетаний с повторениями элементов.
Рекомендуется решение задач из учебника [4] раздел 2.5, практическое занятие № 3 № 2.5.1-2.5.22.

Раздел IV. Элементы теории графов.

Тема 14. Степени вершин графа (2 часа).

Цель: научить определять степени вершин графа, находить части и подграфы графа, осуществлять операции над графами, рассмотреть матричное представление графов.
Основные (ключевые) понятия: Понятие степени вершины. Четная, нечетная вершины. Теорема о сумме степеней вершин графа и её следствия. Регулярные (однородные) графы. Части графа: подграф, частичный граф. Операции над графами: объединение, пересечение, удаление вершины (ребра), соединение. Матрицы смежности и инциденций.

Рекомендуется решение задач из учебника [3] раздел.6.2 №1-4; раздел 14.1 № 9-11.

Тема 15. Маршруты, пути и циклы в графе. Связность графа (2 часа). 

Цель: изучить метрические характеристики графа, строить матрицу достижимости для заданного графа, определять связность графа. 
Основные (ключевые) понятия: Маршрут и его длина. Цепь. Простая цепь. Циклический маршрут. Цикл. Обхват неориентированного графа. Контур. Связность графов. Компонента связности. Матрица достижимости. Расстояния на графах (расстояние между вершинами, диаметр графа, эксцентриситет вершины, радиус графа, центр графа).

Рекомендуется решение задач из учебников: [3] раздел 6.1 № 1-8; [4] раздел 3.9, практическое занятие № 6 № 3.9.6.
Тема 16. Графы-деревья (2 часа).

Цель: изучить графы-деревья, рассмотреть практическое применение графов-деревьев к решению комбинаторных задач, научить находить кратчайший путь с помощью построения графа-дерева.
Основные (ключевые) понятия: Понятия дерева. Лес графов. Остов (каркас) графа. Теорема о связи числа ребер и вершин в графе дереве.  Корневые деревья. Понятие висячей вершины.

Рекомендуется решение задач из учебника [3] раздел.6.3 №1-11.

Тема 17. Эйлеровы и гамильтоновы графы (1 час).

Цель: изучить эйлеровы и гамильтоновы графы, научить определять наличие эйлерова (гамильтонова) пути (цикла) в заданном графе, рассмотреть методы решения задачи о лабиринтах.
Основные (ключевые) понятия: Эйлеровы пути и циклы. Понятие эйлерова графа. Критерий эйлеровости графа, следствия. Гамильтоновы циклы и пути. Понятие гамильтонова графа. Условия существования гамильтонова цикла. Лабиринт.

Рекомендуется решение задач из учебника [3] раздел.6.5 №1-12; раздел 14.4 № 1-8.

Тема 18. Планарные и плоские графы (1 час). 

Цель: рассмотреть плоские и планарные графы, научить вычислять хроматическое число и хроматический многочлен в графе.

Основные (ключевые) понятия: Понятие плоского и планарного графа. Грань плоского графа. Теорема Эйлера, ее следствия. Теорема Понтрягина – Куратовского (критерий планарности графа). Хроматическое число графа. Раскраска ребер и вершин. Теорема о четырех красках.

Рекомендуется решение задач из учебника [3] раздел.14.2 №1-12; раздел 14.3 №3-10.
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